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ABSTRAK- Entanglement merupakan sifat keterikatan antar partikel pada suatu sistem kuantum. Ukuran 
keterikatannya dapat diketahui dengan mencari nilai entropi entanglement pada sistem tersebut. Sistem 
kuantum yang digunakan pada penelitian ini adalah Sistem Kuantum Model Dicke yang terdiri dari medan 
radiasi elektromagnetik mode tunggal dan N-atom dua level. Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui 
pengaruh konstanta kopling terhadap entropi entanglement dan dinamika sistem. Simulasi dinamika sistem 
dilakukan dengan dengan modul Quantum Toolbox in Python (QuTiP). Hasil simulasi menunjukkan bahwa 
konstanta kopling berpengaruh signifikan terhadap nilai entropi entanglement. Semakin besar nilai konstanta 
kopling yang digunakan maka nilai entropi entanglement akan meningkat. Selain itu terdapat nilai entropi 
entanglement maksimum untuk N lebih besar dari satu. Konstanta kopling juga perpengaruh terhadap 
dinamika sistem yaitu semakin besar nilai konstanta kopling maka semakin banyak keadaan kuantum yang 
dapat dicapai oleh atom.  

KATA KUNCI: dinamika sistem kuantum model dicke; entropi entanglement; konstanta kopling; QuTiP. 

 

ABSTRACT− Entanglement is a property of interacting particles in a quantum system. The measure of the 
interaction can be known by looking for the entanglement entropy value in the system. The quantum system  
used in this study is the Dicke model quantum system which consists of a single-mode electromagnetic 
radiation field and a two-level N-atom.  This study aims to determine the influence of the coupling constant 
on entanglement entropy and system dynamics. Simulation of system dynamics is carried out with the Quantum 
Toolbox in Python (QuTiP) module. The simulation results show that the coupling constant has a significant 
effect on the entanglement entropy value. The greater the value of the coupling constant used, the 
entanglement entropy value increases. In addition, there is a maximum entanglement entropy value for N 
greater than one. The coupling constant also affects the dynamics of the system, that is, the greater the value 
of the coupling constant, the more quantum states that can be accessed by atoms. 

KEYWORDS : the dynamics of the dicke model quantum system; entanglement entropy; coupling constant; QuTiP. 

 
PENDAHULUAN 

Sistem kuantum dapat dibagi menjadi dua 
jenis sistem yaitu sistem kuantum tertutup dan 
sistem kuantum terbuka. Salah satu contoh 
sistem yang merupakan sistem kuantum 
terbuka yaitu sistem kuantum model Dicke. 
Sistem kuantum ini mendeskripsikan interaksi 
antara medan radiasi elektromagnetik mode 
banyak dan sistem N-atom dua level (Peng & 
Li, 1998). Pada penelitian ini, sistem kuantum 

model Dicke terdiri dari sebuah medan radiasi 
elektromagnetik mode tunggal yang 
berinteraksi dengan N-atom di dalam rongga. 
Interaksi foton dan atom di dalam rongga 
menyebabkan munculnya sebuah fenomena 
yang disebut dengan entanglement (Gerry & 
Knight, 2005).  

Entanglement merupakan sifat keterikatan 
antar partikel. Entanglement sangat penting 
dalam pengiriman informasi (Bennett & 
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DiVincenzo, 2000), kuantum teleportasi, dan 
sebagai dasar dari penerapan komputer 
kuantum yang sedang dikembangkan saat ini 
(Nielsen & Chuang, 2012). Beberapa sifat fisis 
dapat mempengaruhi perhitungan 
entanglement, yaitu: suhu, kekuatan interaksi 
dan medan magnet (Nielsen, 2000). Kekuatan 
interaksi dipengaruhi oleh konstanta kopling 
sistem (Johansson, 2014). Adapun untuk 
mengetahui ukuran entanglement dari suatu 
sistem dapat diketahui dengan mencari 
entropi entanglement.  

Entropi entanglement dapat diketahui 
dengan menggunakan entropi von Neumann. 
Entropi entanglement pada sistem kuantum 
model Dicke dipengaruhi oleh jumlah atom 
yang berinteraksi dan konstanta kopling. 
Semakin banyak jumlah atom yang 
berinteraksi maka sistem berada pada 
ketidakpastian yang semakin meningkat, 
sehingga entropi entanglement sistem juga 
meningkat. Entropi entanglement meningkat 
seiring meningkatnya nilai konstanta kopling, 
dan menuju nilai maksimum pada nilai 
konstanta kopling tertentu (Lambert et al., 
2004).  

Beberapa modul yang dapat membantu 
menyimulasikan dinamika sistem kuantum 
terbuka seperti sistem kuantum model Dicke 
antara lain: QuantumOptics.jl (Krämer et al., 
2018). Quantum Optic Toolbox (QO-Toolbox), 
dan Quantum Toolbox in Python (QuTiP) 
(Johansson et al., 2012). QuantumOptics.jl 
menggunakan bahasa Julia yang belum umum 
digunakan.  Dari segi waktu komputasi, QuTiP 
lebih cepat menyimulasikan dibandingkan 
dengan menggunakan QO-Toolbox 
(Johansson et al., 2012). Penggunaan QuTiP 
dalam menyimulasikan dinamika sistem 
kuantum terbuka memiliki beberapa 
keuntungan diantaranya QuTiP bersifat open 
source yang artinya bebas dicapai, tidak perlu 
meng-compile coding karena menggunakan 
bahasa pemrograman Python, mendukung 
simulasi untuk Hamiltonian yang bergantung 
waktu dan mampu membuat plot dan animasi 
dengan kualitas tinggi menggunakan modul 
Matplotlib (Nation et al., 2020). 

 

Berdasarkan uraian diatas, maka 
penelitian ini bertujuan untuk menganalisis  
pengaruh konstanta kopling terhadap entropi 
entanglement dan dinamika sistem kuantum 
model Dicke menggunakan Quantum Toolbox 
in Python (QuTiP). 

Bentuk Hamiltonian sistem kuantum 
model Dicke untuk medan radiasi 
elektromagnetik mode tunggal yaitu 

𝐻 = 𝜔 𝐽 + 𝜔𝑎 𝑎

+
𝑔

√𝑁
𝑎 + 𝑎 𝐽

+ 𝐽  

(1) 

suku pertama Pers. (1) merupakan 
Hamiltonian atom yang dipengaruhi oleh 
frekuensi atom (𝜔 ) dan komponen arah z 
operator momentum anguler 𝐽 . Suku kedua 
merupakan Hamiltonian medan radiasi 
elektromagnetik yang dipengaruhi oleh 
frekuensi foton (𝜔), dengan 𝑎  merupakan 
operator creator (pencipta) dan 𝑎 merupakan 
operator annihilation (pemusnah). Sedangkan 
suku ketiga menjelaskan Hamiltonian 
kontribusi interaksi antara atom dan medan 
radiasi elektromagnetik yang bergantung pada 
jumlah atom (𝑁), kopling atom-foton (𝑔),  
operator penaikan 𝐽 , dan operator 
penurunan 𝐽 . 

𝐽 = 𝑆
( )

𝐽± = 𝑆±
( ) (2) 

Entropi entanglement dihitung 
menggunakan entropi von Neumann (Nielsen 
& Chuang, 2012) berikut ini. 

𝑆(𝜌) ≡ −𝑡𝑟{𝜌 𝑙𝑜𝑔  𝜌} (3) 

dengan 𝜌 merupakan density matrix yang 
berbentuk 

𝜌 = 𝜓( ) 𝜌 𝜓( )  (4) 

Entropi dapat bernilai maksimum ketika 
ketidakpastian bernilai maksimum yang 
ditandai dengan nilai probabilitas bernilai 
sama (Sudiarta, 2012). 

Untuk menyimulasikan dinamika sistem 
kuantum model Dicke, dilakukan perhitungan 
nilai ekpektasi dari atom dan foton 
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menggunakan Pers. (5) dan Pers. (6) secara 
berturut-turut. 

〈𝐽 𝐽 〉 (5) 

〈𝑎 𝑎〉 (6) 

METODE PENELITIAN 
Simulasi pada penelitian ini dilakukan 

dengan seperangkat laptop merek HP 
(spesifikasi prosesor Core i5-2540M, CPU 2.60 
GHz, RAM 4.00 GB) yang dilengkapi dengan 
bahasa pemrograman Python 3.7.4, Jupyter 
Notebook, Engauge Digitizer dan modul 
QuTiP versi 4.4.1. Kode program utama dapat 
didapatkan pada https://github.com/ 
rohmayuliani16/Entanglement. 

Pada setiap simulasi, konstanta kopling 
sebesar 0,50, 1,28, dan 2,00 serta keadaan awal 
dari foton yaitu 1 foton 𝑛 = 1 dan keadaan 
awal atom berada pada keadaan dasar (ground 
state) digunakan. Interaksi foton dengan 
delapan atom menghasilkan sembilan keadaan 
kuantum yang dapat dicapai oleh atom. Untuk 
memudahkan notasi, sembilan keadaan 
kuantum itu direpresentasikan secara 
berturut-turut oleh |0⟩, |1⟩, |2⟩, |3⟩, |4⟩, |5⟩, |6⟩, 
|7⟩, |8⟩ sesuai urutan energinya.  

 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

Hasil perhitungan entropi entanglement 
untuk berbagai jumlah atom yang dipengaruhi 
oleh nilai konstanta kopling ditunjukkan pada 
Gambar 1.  

 
Gambar 1 Pengaruh konstanta kopling terhadap 
entropi entanglement sistem kuantum model 
Dicke dengan garis merupakan hasil perhitungan 
dan simbol (+, x, *) merupakan data dari Lambert 
(2004) 

Untuk memvalidasi program yang digunakan, 
dilakukan perbandingan hasil yang diperoleh 
pada penelitian ini dengan hasil Lambert et al., 
2004.  

Tampak pada Gambar 1, untuk N 
berjumlah 8, 16, dan 32, hasil yang diperoleh 
sesuai dengan hasil referensi. Nilai entropi 
entanglement bergantung pada jumlah atom 
dan nilai konstanta kopling. Secara garis besar, 
entropi entanglement meningkat seiring 
peningkatan nilai konstanta kopling. 
Peningkatan ini diakibatkan oleh interaksi 
antar atom yang semakin tinggi. Untuk N = 1, 
nilai entropi entanglement yang diperoleh yaitu 
meningkat secara monoton. Hal ini 
dikarenakan hanya ada satu atom yang 
berinteraksi, sehingga tidak adanya nilai 
entropi entanglement maksimum, dengan kata 
lain tidak ada fenomena entanglement. Apabila 
nilai konstanta kopling ditingkatkan untuk 
𝑁 = 1, maka diperoleh nilai entropi 
entanglement bernilai 1 seperti yang 
ditunjukkan oleh Gambar 2. Akan tetapi, pada 
N ≥ 2 terdapat nilai maksimum entropi 
entanglement pada kisaran nilai 𝑔 = 1,00 
hingga 𝑔 = 2,00. Untuk nilai N = 32, nilai 
entropi entanglement maksimum sama dengan 
1,56. Sedangkan nilai konstanta kopling ketika 
nilai entropi entanglement maksimum untuk N 
besar yaitu menuju angka 1. Kedua nilai ini 
secara berturut-turut dapat dilihat pada 
Gambar 3 dan Gambar 4. 

Nilai entropi entanglement dapat dianalisis 
melalui dinamika sistem kuantum model 
Dicke. Hasil simulasi dinamika interaksi foton 
dan atom dalam rongga untuk kasus delapan 
atom dengan berbagai nilai konstanta kopling 
dapat dilihat pada Gambar 5. Keadaan |1⟩ dan 
|0⟩ merupakan keadaan awal foton dan atom 
yang digunakan dengan waktu yang 
ditampilkan yaitu 𝑡 = 0 hingga 30 dan nilai 
𝑔 = 0,50; 1,28; 2,00. 

Gambar 5 (a) memperlihatkan bahwa 
pada saat 𝑡 = 0 atom berada pada keadaan |0⟩. 
Ini ditandai dengan terbentuknya probabilitas 
keadaan |0⟩ bernilai satu. Atom tersebut 
memiliki kemungkinan untuk mengakses 
enam keadaan kuantum (keadaan |0⟩ hingga 
|5⟩) dari total sembilan keadaan kuantum  
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Gambar 2 Nilai entropi entanglement untuk N = 1 

 

Gambar 3 Nilai entropi entanglement maksimum 
untuk N = 2, 3, 4, 8, 16, dan 32 

 

Gambar 4 Nilai konstanta kopling untuk N = 2, 3, 4, 
8, 16, dan 32 ketika nilai entropi entanglement 
maksimum 

sesuai dengan hasil osilasi yang diperoleh. Hal 
ini dikarenakan nilai konstanta kopling yang 
digunakan kecil yaitu 0,50. Sedangkan Gambar 
5 (b) dan Gambar 5 (c) menggunakan 
konstanta kopling sebesar 1,28 dan 2,00. Nilai 
konstanta ini menyebabkan diperolehnya 
keadaan kuantum yang dapat dicapai oleh 
atom lebih banyak yaitu keadaan |0⟩ hingga |8⟩ 
sesuai osilasi yang diperoleh. Dari hasil yang 
diperoleh pada Gambar 5 ini menunjukkan 
bahwa semakin besar konstanta kopling yang 
digunakan maka semakin banyak keadaan 
kuantum yang dapat dicapai oleh atom. Selain 
itu diperoleh juga bahwa, semakin besar nilai 
probabilitas menunjukkan semakin besar 
kemungkinan atom untuk mengakses keadaan 
tersebut. 

Nilai entropi entanglement yang diperoleh 
ketika menggunakan 𝑔 = 0,50; 1,28; 𝑑𝑎𝑛 2,00 
secara berturut-turu yaitu sebesar 0,13; 1,28; 
dan 1,03. Dari nilai tersebut tampak bahwa, 
nilai 𝑔 = 1,28 memiliki nilai entropi 
entanglement yang paling tinggi dibandingkan 
dengan nilai 𝑔 yang lain. Nilai entropi 
entanglement sebesar 1,28 ini dapat dianalisis 
berdasarkan hasil osilasi foton dalam rongga. 
Untuk lebih jelasnya, perbandingan hasil 
osilasi foton dalam rongga untuk nilai 𝑔 =

0,50; 1,28; 𝑑𝑎𝑛 2,00 ditampilkan pada Gambar 
6. 

Nilai probabilitas okupasi hasil osilasi 
foton pada Gambar 6 menunjukkan jumlah 
foton yang terdapat dalam rongga. Untuk nilai 
𝑔 = 0,50, terlihat bahwa probabilitas dari foton 
dalam rongga berada pada kisaran 0,49 hingga 
1,48. Hasil probabilitas tersebut sebagai akibat 
dari pertukaran energi antara foton dalam 
rongga dan enam keadaan kuantum. Untuk 
nilai 𝑔 = 1,28, nilai probabilitas dari foton 
berkisar pada nilai 1,0 hingga 16,23. Sedangkan 
untuk 𝑔 = 2,00, diperoleh nilai probabilitas 
foton dalam rongga berkisar pada nilai 1,0 
hingga 14,03. Nilai probabilitas untuk 𝑔 = 1,28 
dan 𝑔 = 2,00 yang diperoleh ini sebagai akibat 
dari pertukaran energi antara foton dalam 
rongga dan sembilan keadaan kuantum. 
Berdasarkan teori, nilai entropi akan bernilai 
maksimum ketika nilai ketidakpastian bernilai 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Gambar 5 Osilasi keadaan kuantum dengan jumlah 𝑵 = 𝟖 dan keadaan awal foton = |𝟏⟩, atom 
= |𝟎⟩, (a) 𝒈 = 𝟎, 𝟓𝟎, (b) 𝒈 = 𝟏, 𝟐𝟖, (c) 𝒈 = 𝟐, 𝟎𝟎
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Gambar 6 Perbandingan hasil osilasi foton dalam 
rongga untuk 𝑵 = 𝟖 dengan keadaan awal foton 
yaitu |𝟏⟩ 

maksimum atau ketika nilai probabilitas 
bernilai sama. Namun osilasi foton dalam 
rongga ini belum memberikan informasi 
jumlah data probabilitas, sehingga perlu 
ditampilkan histogram jumlah data 
probabilitas foton dalam rongga seperti yang 
terlihat pada Gambar 7. 

Berdasarkan Gambar 7 (a) untuk 𝑔 = 0,50, 
data probabilitas foton dalam rongga berada 
pada kisaran 0,0 hingga 2,0. Sedangkan 
menggunakan 𝑔 = 2,00 (Gambar 7 (c)) data 
probabilitas foton dalam rongga berada pada 
kisaran 1,0 hingga 15,0, namun datanya 
banyak pada kisaran 8,0 hingga 12,0.  Kedua 
hasil tersebut menunjukkan bahwa jumlah 
data probabilitas banyak berada pada nilai 
probabilitas tertentu. Berbeda ketika 
menggunakan 𝑔 = 1,28, jumlah data 
probabilitas foton dalam rongga berada pada 
kisaran 1,0 hingga 17,0 dengan sebaran data 
yang hampir sama jika dibandingkan dengan 
𝑔 yang lain. Artinya bahwa ketika 𝑔 = 1,28 
dengan data probabilitas yang hampir sama 
menunjukkan ketidakpastian maksimum yang 
menyebabkan nilai entropi entanglement 
bernilai maksimum. Dari hasil analisis ini 
dapat dibuktikan bahwa dengan 𝑔 = 1,28 
diperoleh nilai entropi entanglement bernilai 
maksimum untuk delapan atom. 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Gambar 7 Histogram nilai probabilitas foton 
dalam rongga dengan (a) 𝒈 = 𝟎, 𝟓𝟎, (b) 𝒈 = 𝟏, 𝟐𝟖, 
(c) 𝒈 = 𝟐, 𝟎𝟎, dan keadaan awal foton yaitu |𝟏⟩ 



186    vol. 19, no. 3, Oktober 2022 (180-186)  
 

 

KESIMPULAN 
Pengaruh konstanta kopling terhadap 

entropi entanglement sistem kuantum model 
Dicke yaitu semakin besar nilai konstanta 
kopling yang digunakan menyebabkan nilai 
entropi entanglement meningkat dan terdapat 
nilai entropi entanglement maksimum pada 
nilai konstanta kopling tertentu untuk 
beberapa jumlah atom, sedangkan pengaruh 
konstanta kopling terhadap dinamika sistem 
kuantum model Dicke yaitu semakin besar 
nilai konstanta kopling yang digunakan 
menyebabkan semakin banyak keadaan 
kuantum yang dapat dicapai oleh atom. 
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